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Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. d. 4 lipca 1892.; 
referował członek Zajączkowski. 


PORNO EAA 


Ogólny kształt równań różniczkowych liniowych rzędu n-go ze 
spółczynnikami stałymi jest 


d'y d""'y d'y dy wè s 
da T A, dusi +4, da e + Aigat Ay =X, l 
gdzie 4,, 4,, . . . , A, są liczby stałe, a X funkcya zmiennej nieza- 


leżnej x. Wiadomem jest, że całki takiego równania sa w ścisłej za- 
leżności od pierwiastków równania algebraicznego 


PEAT "LA F>"+ o | „SLA FA ŻO 


Sposób całkowania, który w niniejszej pracy zamierzam wyłożyć jest, 
mojem zdaniem, bardziej z natura zagadnienia zwiazany, aniżeli sposób, 
zwykle używany przy wykładach nauki równań różniczkowych. Sposób 
D'Alemberta wypływa z zagadnienia bezpośrednio i ogólnie przy roz- 
ważaniu równania pełnego. Oprócz tego, sposób wspomniany czyni 
zupełnie zbytecznem rozpatrywanie równań redukowanych i odróżnianie 


Kozpruwy mat.-przyr T- XXVI, 14 
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pierwiastków równych urojonych, lub rzeczywistych. Stosujac sposób 
D'Alemberta, połóżmy nasamprzód 


GYL K ER s dy' 338 f 
Bo 2 a Ee a 
natenczas, równanie (2) można napisać w kształcie: 

dy“? X (1-1 (n—2) , 
(3) * rdzą =A yo" "=My"=>..|FAY — dy. 


Mnożąc równanię (2) odpowiednio przez czynnniki nieoznaczone p., 
Wy e e; Vn- Wn- 1 dodajac do równania (3), otrzymamy 


d (n— 1) d (n —2) d Mda d ' d 
Z. + Ha i T Ha 7 a a L oio. au Ir dz Hesji = 

= X — Y y“ — je a —....—4A,„y — Ay + 
(4) + UL, ye + VA y9 + AEE + PRA y" gi „hs y'. 


Następnie, połóżmy : 

O I Ha yO PR TE H aay H pai Y = ț thy 
natenczas, rugujac y”"* z równania (4) przy pomocy związku (5), ła- 
two otrzymamy 


CIA R: OBCA — y" d u, = r dhna —y dy X+ (u —A, Ju, — 


da Y dz FINTE ĘROG Ga 
(6) =y" A —4,) +4, i a ea. A [ke (Ue, Pe A,) + A, a „1 kit RADE 
PŁAT y [Ua (U Si A,) + A Fiu 64 „ag: [URE (UL, e A, ) + A,]. 


Dla pi, Wes + « +- y Wn- Wn- MOŻNA zawsze znaleźć układ ilości sta- 
łych, zadość czyniacych warunkowi, ażeby spółeczynniki przy y*"*, 
y”9,...., y y były zerami. W rzeczy samej, trzeba tylko roz- 
wiązać następujący układ równań algebraicznych 


Ue (U e A,) ARA > u, = 0, 
Ve (Ue 3 A,) złe Ai miu, Wzz 0, 
ZE O EKN UA RONA E OO dE ELO 
Un» (U AR A,) E 4, — A, 5 0, 
Bai (1, — 41) + 4» = 0, 


z których, po rozwiazaniu, otrzymamy 


NA GUI Ć dod 0d LĄ Padł OGAE 
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tę A, y A, ACE 3% 123 PARE KA A, 
2 u, —4, (u, — 4, )* OSY” (u, iT A, pas (u, — 4, sj 
zy á, í 4, DAA > pg Aż 2% A, 
> U, =A (U, =A g, (U, Sg A, | (U FH 2)" | 
Z ostatniego z tych równań (8), kładae 
Bare T A, , (9) 
otrzymamy 
y” ai A, re~ + A, Po" We + Ait +- A, = O. (10) 


Odszukawszy jeden pierwiastek równania (10), otrzymamy z (9) odpo- 
wiednia wartość na g,, tudzież, z układu (8) obliczymy z łatwością 
wszystkie pozostałe ilości pa, Us, . -  ; Wna) Uns: 

Takim sposobem, rozporządzać będziemy nowem równaniem róż- 
niczkowem (5), w którem w, jest funkcya zmiennej niezależnej æ, okre- 
śloną równaniem 

du, 
dx 


= X + (u, — 4, )u,, 


skad, oznaczające dla krótkości pierwszy pierwiastek równania (10) 
przez r,, wskutek zwiazku (9), mamy 


u=e"laą+(Xodz). (11) 
| | 
Widzimy z poprzedzajacego, że równanie (5) ma znowu ten sam kształt 
co równanie dane (1), ale jest rzędu o 1 niższego, i podobnie jak (1) 
zawiera wszystkie spółczynniki stałe; przeto, do równania (5) możemy 
również zastosować sposób D Alemberta. Napiszemy w tym celu układ 
następujacy 

dy? TA 2 s 

"dg ra e e o S a a T E a a — bazy 


(12) 
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Mnożac drugie równanie z układu (12) przez v,, trzecie przez v, 
i t. d. przedostatnie przez v, „, i ostatnie przez Y» i dodajae do rów- 
nania pierwszego, otrzymamy 


ri RETETE 2 UNDAE SAD a ARE: SY_ 
L 


d M dr =- Ya Z BT sk tTwagzt Vas] 7 == 
SEM = w yY 3 —uy 3) — PRA: — Uny — Un Y ŁY, yey, y" Har 
R T Vn—s y” Tt Vaes y. 


(13) 


Jeżeli dalej położymy 
(14) y” A + y, yD + Y, y" >e Puk SEAE: y' + Vne Y = 1, 
i celem wyznaczenia stałych ilości v weźmiemy 

aj zat p) EN F= K = 0, 

== U ) Ya + ESR + PE 0, 
O OSC Wyd BY U ae A A GA. „0 ZA AW 

EG (y, F Ua ) Vn-3 T Va—e ~ Un—e = 0; 
lv = Ua Ya Ki 0, 


natenczas z równania (3) otrzymamy 


du, 
(15a) da WN" U) M4. 


Liczby v wyznaczy się z układu (15), gdyż: 


Va» — Un: ; 
sM 
Un» Una 
Va 24 = y ra, 2 
M ">M (V zh 2) 
SEED PODST WIRY O. LA BP ENÓŁA CZ 
sRż 7 U 3 U4 Si EST Una 
i Praat (v, sz w) (V "ną pz” 
TĘPE. MREOZZRE 1. ABE Cc A 
3 e PGE yy (V BE sz JS aa Pa JES 
Z ostatniego równania powyższego układu (16), kładac 
(16a) T oy =s A, 


mieć będziemy równanie 


(17) S$ FWTEGST A" a 8 EC EP, 
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które, jak to łatwo okazać, ma wszystkie pierwiastki wspólne z rów- 
naniem (10). Ażeby tego dowieść, napiszmy równanie (17) w kształcie 
(18) P+W + "+... Ff ri, 0 
i wprowadźmy pierwiastek, którego mu brakuje: 

r=u, —4,; 


w tym celu, mnożymy równanie (18) przez r—yu,+ A, a, po uporząd- 
kowaniu iloczynu podług potęg r, otrzymamy 


"+4," + (u — u: + Au)" * H Cpg — uu + Aj)" "+ .... 
... + (EA = UL, Ven- +4, Baa) Bon UI Un— FP 4, Uni = 0. 

Z ostatniego równania, przy pomocy związków (7), mieć będziemy 
"+ Ar" "+4," +4," *+...+4,,r+4,=0, 


co było do dowiedzenia. 
Stąd wypływa, że, jeżeli odnajdziemy drugi pierwiastek równa- 
nia (10) i nazwiemy go r,, natenczas na zasadzie zwiazku (16a) będzie 


v, 77% + U, . 
Tutaj zauważyć już można, że sposób nie nie traci na ogólności 
w przypadku, gdy r, równa się poprzedniemu pierwiastkowi »,. Na- 
stępnie, pozostanie nam tylko obliczyć v,, vs, . . © , Yn- Z równań (16) 


i całkować równanie różniczkowe (14) rządu n-2go, w którem funkcya 
u, określa się równaniem (15a), a które scałkowane daje: 


U, = oslo, ag | E'z* dz | . 
| À 

Do całkowania równania (14) ze spółezynnikami stałymi znowu stosu- 

jemy z tym samym pożytkiem sposób D'Alemberta. Powtórzywszy 

n-1 razy szereg podobnych, jak powyższe, działań, obniżymy rząd 

równania aż do 1-go i otrzymamy równanie liniowe kształtu 


y Te Y= Una; 


z którego po scałkowaniu wynika 
Y =en? (c. + |m emede ) ; 


r jest tutaj ostatnim pierwiastkiem równania (10), a «,_, funkcya zmien- 
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nej niezależnej z, wiadoma z poprzedzajacego całkowania. Ostatni 
związek będzie zarazem całka ogólna danego rownania, która zawierać 
musi n stałych dowolnych, gdyż każde całkowanie wprowadza jednę 
ilość stała c. Wszystkie stałe, oprócz ostatniej c,, zawarte będa we 
funkcyi Ua.. Ponieważ zależność funkcyi w,, w, . . . , u,_, jest za- 
wsze jednakowego kształtu, przeto, rugujac kolejno z całki ogólnej 
wzmiankowane funkcye w,, w,,..., Un, możemy napisać całkę szukana 
w postaci szeregu n następujacych, zależnych jedna od drugiej kwadratur. 


y E + [c. + | 877 he e 16, a | En- tTn" 2088 + 
E PO | Xe" da)... da) dx) dz], 


Wzór ten jest ogólny dla wszelkich możliwych przypadków. 

Jeżeli równanie (1)będzie redukowane, natenczas należy tylko 
wzór powyższy uprościć, pisząc A = 0. 

Jeżeli napotkamy w (10) pierwiastki równe, naprzykład r, =r,_, 
wówczas będzie 


"UE Gi tn = e” = 1 


i wzór powyższy w tym przypadku na ogólności bynajmniej nie nie 
straci. 

Teoryę wyłożona objaśnimy biorąc przykład następujacy : 
Niech będzie dane równanie 


d?y dy 


duż " dr” 


dy 


Fh gz 


Hay =o", 


w którem a,, a,, a, sa liczby jakiebadż. 


Równania całkowe, według poprzedzajacej teoryi, będa 
U, Z=€': 4 c + (arem e dz ) 
ZA =e"( © + je ea" da); 
y = e? ( Cz + |mem*dz ), 


gdzie r,, r,, 7, oznaczają pierwiastki równania 


2*+a, 2*+a,2+a,=0. 
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Z trzech powyższych równań całkowych łatwo utworzyć następująca 
całkę ogólna 


JKA CHCE 


da |, 


W przypadku kiedy m jest całkowite dodatne kwadratury te nie przed- 
stawiaja żadnych trudności. 


+ | nil Za dz ) dæ 


e 
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